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1 ALLGEMEINES

Teil I.
Automatentheorie und Formale
Sprachen

1. Allgemeines

1.1. Chomsky-Hierarchie

e-Sonderregelung: In einer Typ 1,2, 3-Grammatik G kann das leere Wort € bedingt durch die
Forderung |w| < |we| fiir alle Produktionen w; — wy in P nicht abgeleitet werden, d.h. es gilt
immer ¢ ¢ L(G).

Ist € € L(G) beabsichtigt, so sei fiir die Startvariable S die Ausnahmeproduktion S — & unter
der Bedingung gestattet, dass S auf keiner rechten Seite einer Produktion vorkommt.

In kontextfreien und reguldren Grammatiken kénnen Regeln der Form A — e auch zugelassen
werden, wenn A nicht die Startvariable ist. Jeder solchen Typ 2,3-Grammatik G mit ¢ ¢ L(QG)
kann eine dquivalente, e-Regel freie Grammatik G’ zugeordnet werden:

Elimination von e-Regeln
1. Zerlege die Menge V' der Variablen in V; und V3, so dass fiir genau die A € V;
gilt A =* ¢. Gehe dazu wie folgt vor:
e Ist A—cin P,soist Ae V.
e Weitere B € V] findet man dadurch, dass es B — A1Ay... Ag, k > 1 gibt
mit A; € Vi, (i =1,...,k)

2. Entferne alle Regeln der Form A — ¢ aus P.

3. Fiige fiir jede Regel der Form B — zAy mit B € V, A € V1,
zy € (VUX)T eine weitere Regel der Form B — zy zu P hinzu.
Dies nimmt die Mdéglichkeit vorweg, A auf das leere Wort abzuleiten.

Beispiel.
Betrachten wir eine Grammatik G = (V, 3, P,S) mit V = {A, B,C, S}, ¥ = {0,1} und

P={ €,

0,
04,
&
AB,
0C1,

¢ 3

QAW
N

Zunéachst beobachten wir, dass fiir alle Regeln w; — wg in P (mit Ausnahme der e-Regeln)
|wi| < |we| und wy € V' gilt. Somit ist G vom Typ 2, also kontextfrei.
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Behauptung: Fiir die von G erzeugte Sprache gilt:
L(G) = {&,0F1|k > maz(1,1)} = {0¥1!|k,1 € No, k > 1}

Beweis:

o ¢ € L(G): Das leere Wort liegt in L(G),da S - C — AB —¢B — ¢
eine Linksableitung von ¢ in G ist.

Die Startvariable S lasst sich nur mittels S — C ableiten.

Durch Anwendung der Regeln S — C und (wiederholt) C' — 0C'1 lassen sich Satzformen
dergestalt 0*C'1* mit k > 0 ableiten.

Die einzig alternative Ableitung von C'ist C — AB

A ldsst sich mittels A — 0A|0|e ableiten, B hingegen nur zu €.
Insgesamt gilt also C' =* 0¥, k > 0.

Die durch G erzeugbaren Worter sind also von der Form 0¥1! mit k,1 € No, k > 1 O

Elimination der ¢e-Regeln in G

1. Zerleqgung von V in Vi und Vs:
e ABeVi,da A—¢e,B—ein P.
e Somit C' € Vq,da C — AB in P mit A, B € V7.
e Somit S € Vi, da S — Cin P, mit C € V7.
Folglich V; = {S, A, B,C}, V2 = 0.

2. Entferne alle Regeln der Form A — ¢ aus P:
PP=P—{A—¢B—c¢}

3. Flige neue Ableitungsregeln hinzu:
P"=PU{C— AC— B,C — 01}
4. Somit ist P" ={S — C,C — 0C1, A, B, AB,01, A — 0A|0}.

B kann nicht weiter abgeleitet werden, entferne daher die Regeln
C — AB und C — B aus P”".

Zusitzlich wird die e-Regel S — ¢ hinzugefiigt, um ¢ € L(G’) beizubehalten.
Das Resultat lautet:

P" = {8 = Cle,C — 0C1|A|01, A — 0A|0}
mit L((V,S, P,S)) = L((V, S, P", S)). O
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1.1 Chomsky-Hierarchie

Beispiel.

Betrachten wir erneut eine kontextfreie Grammatik G = (V, %, P, S) mit V = {A, B,C, D, E, S},

Y ={0,1} und
P={ A —
B —
c -
D —
D —
E —
S —

AB,

AB,
ABOE,
0C'D1,

E }

Elimination der ¢e-Regeln in G

1. Zerlegung von V in Vi und Va:
e ABcVi,da A—¢e,B—e¢ein P.

e CeVi,daC — ABin Pmit A,B € V.
e DeVi,daD— ABin P mit A, B € V.

2. Entferne alle Regeln der Form A — € aus P:
PP=P—{A—¢B—c¢}

3. Fiige neue Ableitungsregeln hinzu:
P"=P uU{C — A|B,D — A|B|0E|AOE|BOE,E — 01|0C1|0D1}

4. Somit ist P" = {S — E, E — 0CD1|0C1|0D1|01
D — A|B|0E|AOE|BOE|ABOE|,C — A|B|AB}

5. Die Variablen A, B und indirekt C' sind nicht weiter ableitbar, somit kann P” vereinfacht

werden zum Resultat P” = {S — E, EF — 0D1|01,D — 0E}

6. Die einzig mogliche Ableitung von D lautet D — OF, vereinfache P” somit weiter zu
PV ={S — E,E — 00E1|01}

7. Als weitere Vereinfachung folgt aus der einzigen Ableitung S — E der Startvariable
PV ={S — 0051|01}

Unmittelbar aus dem Ergebnis der Elminiation der e-Regeln und einiger Vereinfachungen lésst
sich der Sprachumfang der Grammatik ablesen: L(G) = {0?*+11%*+1|k € Ng}
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Hierarchie von Chomsky:

Beispiele

Uberabzihlbar viele Sprachen
(siehe unten)

Menge aller Sprachen

(] L" = H (Halteproblem)

Typ 0-Sprachen /
rekursiv aufzdhlbare Sprachen

Die Sprache aller korrekten
Ausdriicke der Presburger Arithmetik

entscheidbare Sprachen

o L' = {a"b"c"|n > 1}
Typ 1-Sprachen /
kontext-sensitive Sprachen L={a"b"n > 1}
S — ablaSh,

o Pumping Lemma vorhanden
Typ 2-Sprachen /
kontext-freie Sprachen
o

in Informatik wichtig
(Compilerbau, Parsing, ...)
Typ 3-Sprachen /
regulére Sprachen

alle endlichen Sprachen,
L= {0%*|k>1}

Es gibt Sprachen, die nicht durch eine Grammatik beschreibbar sind. Aus der
Abzéhlbarkeit der Menge aller Turingmaschinen folgt mittels einer Abbildung, die jeder TM
die von ihr akzeptierte Sprache zuweist, dass auch die Menge aller Typ-0 Sprachen abzihlbar
ist.

Die Menge aller Sprachen ist iiberabzahlbar: Sprachen L C {a,b}* sind durch Funktionen
[ :N—{0,1} charakterisierbar:

Sei dazu v : X* — N die lexikographische Nummerierung von ¥* und setze

f(n) =1 genau dann, wenn y(n) € L. Die Menge der Zahlen zy = 352 f(n) - 27" fiir alle
f:N = {0,1} ist das Einheitsintervall mit [[0, 1]| = |R| > |N|,

aber {xf|f charakterisiert Typ-0 Sprache} ist nur abzéhlbar. Somit existieren bereits iiber
einem zweielementigen Alphabet mehr Sprachen als Typ-0 Grammatiken. 0



2 REGULARE SPRACHEN

2. Regulare Sprachen

2.1. Nichtdeterministische Automaten

In der Vorlesung wurde bereits die Aquivalenz von deterministischen und
nichtdeterministischen Automaten bewiesen. Im Folgenden behandeln wir ein Beispiel fiir die
Umwandlung eines NFA M in einen DFA M’.

NFA-DFA-Umformung Gegeben sei ein NFA M:

0,1 start

|
start —( <0 0 @ 0 @

NFA M DFA M’
Z = {20, 21,22} Z' =P(Z) = {0,{z0}, {1}, {22}, {20, 21}, {20, 22},
{21522}7 {20721722}}
¥ ={0,1} ¥ ={0,1}
§:Zx% > P(Z) §:2'x% > 7
6(Z',a) = U (2, a)
zeZ!
& 0 1
{z0} | {20,21} | {20}
) 0 1 {z1} {22} 0
{Zo} {20,21} {Z()} E' > {22} 0 0
{z1} {22} 0 {20, 21} | {20, 21,22} | {20}
E 3 {2} 0 0 E' > {20,22} | {20,21} | {20}
E’ > {21722} {22} @
E' > {20, 21,22} | {20, 21,22} | {20}
Startzustinde S C Z, S = {z0,21} | Startzustand z{, = S = {z0,21}
Endzustéinde E C Z, E = {2} Endzustinde E' = {Z' C P(Z)|Z' N E # 0}
E = {{ZQ}v {207 22}7 {Zh Z?}a {207 21, 22}}
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Zum gegebenen NFA M ist der nichtminimale DFA M’ dquivalent, d.h.:
weT(M)sweT(M):

Beziiglich T'(M') gibt es tiberfliissige Zustédnde: Der gesamte linke Block ist von keinem Startzu-
stand aus erreichbar, rechts existiert keine Uberfiihrung, mittels derer der Zustand zg, 2o betreten
werden kann. Streiche diese irrelevanten Zustdnde aus dem Automaten:

start — 0

G
1

_

Man erkennt leicht, dass T'(M") = L(0|(0]1)*00) gilt. Nicht immer gelingt eine Vereinfachung
von M’. Im Worst Case ist fiir |Z| = n und |P| = 2" keine Vereinfachung moglich, womit M’
relativ zu M exponentiell viele Zustédnde besitzt.
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2.2. Reguldre Ausdriicke

Beispiel zur Herleitung eines reguldren Ausdrucks zu einer reguldren Sprache, die durch einen
gegebenen DFA M’ definiert ist.

DFA M': Zugehorige Grammatik:
start — 0 0 Vi={z1, 2,2}
1 ¥ ={0,1}
S =z
1 P :{ 1 0,
0 A 023,
1T — 122,
zZ9 — 0,
1 29  — 023,
Z29 — 12’2,
z3 — 021,
z3 — 12’2 }

Die Vorgehensweise zur Konstruktion eines reguldren Ausdrucks zu einem gegebenen DFA
ergibt sich aus dem Beweis zum Satz von Kleene. Wir nehmen an, die Zustédnde des
Automaten sind beginnend von 1 an aufsteigend nummeriert: Z = {z1,..., 2,}, wobei z; der
Startzustand des Automaten sei.

Betrachte im konkreten Beispiel fur i,7 = 1,2,3, £ =0,1,2,3, n = |Z| = 3 die Menge

Rf, ; = {z € ¥*|z tiberfiihrt 2; nach z; iiber Zwischenzustéinde mit Index <k}

welche induktiv gegeben ist durch

Rk“ Rk U Ry k+1(Rk+1 k1) Rk—i—l,]

Mit den folgenden Basisféllen:
Fiir k = 0,i = j gilt: RY; = {e} U{a € X|6(z,a) = 2},
fiir k = 0,4 # j gilt: RY; = {a € ¥[6(z;,a) = z;}.

Fir die durch den Automaten akzeptierte Sprache gilt:

M) = U R?,j = R?,:’,
ZjEE

In unserem Beispiel also:

T(M) = Ri 4
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Bestimme den T'(M) zugehorigen reguldaren Ausdruck:

Rekursionsvorschrift:

Ri, = RY3 U Ry 5(R33) RS 5
RY; = Ri3U R{5(R35) Ry 3
Ri4 = R{;URY (RY ) Ry,
Basisfille:
R(l),l = L(e)
R, ={1} =L(1)
R ={0} = L(0)
33,3 =0=L(0)
Zwischenrechnungen:

Ri, = Ry, URY (RY )Ry,
L(1) U L) (L))" (1)
—L(1)
Ri4 = R{;U R} (RY )Ry 5
= L(0)

R, = Ry, URy (R} )R
— L(1) U L(O)L Liey L)
L(1/01)
Ry = Ry3 U Ry, (RY ()" Ry 5
— L(0) U L(0)(L(£))* L(0)
— L(00)
R%},l = R 1 U R ( 1) 1
= L) u ()(()) L(e)
L(0)
Ry, = R§,URS, (RY )" Ry
=L(1)u (V))L ) (1)
L(1)
R3s = R33U RS, (RY 1) Ry 5
= L(e]0) U L(D)(L(=))" L(0)
= L(£]0)

10



2 REGULARE SPRACHEN 2.2 Regulidre Ausdriicke

R34 = Ry3 U Ry o(Ry,) Ry
— L(2]0) U L(1)(L(1]01))* L(00)
— L(<]0[1(1]01)*00)

Folgerungen:
Ri:ﬁ = R?,S U R(l),l(R(l),l)*R(l],ZS
= L(0) U L(e)(L(e))"L(0)
= L(0[e(¢)"0)
= L(0)
R%,?, = R},3 U R%,Q(R%Q)*R%,Zi
= L(0) U L(1)L(1|01)*L(00)
= L(0]1(1|01)*00)

Ri”,:s = R%,?, U R%,3(R§,3)*R§,3
— L(0]1(101)*00) U L(0[1(1]01)*00)(L(£[0[1(1]01)*00))* L (|0 1(1]01)*00)

— L(0]1(1]01)*00) U L(0[1(1[01)*00)(L(2[0[1(1]01)*00))*

= L((0[1(1[01)"00)|(0]1(1]01)"00)(¢|0[1(1]01)*00)")

— L((0[1(1]01)*00)(<]0]1(1]01)*00)"

= L(0]1(1]01)*00)*

0
0

Der so gefundene reguldre Ausdruck ldsst sich weiter vereinfachen:

L(0]1(1]01)*00)* = L(0[(1]0)*00)

Dies resultiert in unserem Fall nicht aus einem Kalkiil, sondern aus einer Beobachtung iiber
den Aufbau des regularen Ausdrucks. Mittels des Teilausdrucks (1]|01)* lassen sich beliebige
Bitstrings erzeugen, die keine zwei aufeinander folgenden Nullen beinhalten. Werden schlieflich
zwei oder mehr Nullen benétigt, so wird die abschlielende Sequenz des Teilausdrucks 1(1/01)*00
durchlaufen. Weitere Oen lassen sich mittels der ersten 0 im Regex einfiigen. Folglich erzeugt L
eine Sprache, die aus beliebigen Bitstrings gefolgt von 00 bzw. einer einfachen 0 besteht.

11



2 REGULARE SPRACHEN 2.3 Das Pumping Lemma

2.3. Das Pumping Lemma
Beispiel.

Behauptung: Die Sprache L = {a’b/c*|i < j < k} ist nicht regulir.

Beweis: Per Kontraposition mittels des Pumping-Lemmas.

Angenommen, L ist regular mit zugehoriger Pumping-Lemma-Zahl n € N. Betrachte das Wort
x = a"b" "2 5o gilt nach Definition der Sprache z € L und |z| > n. Sei nun x = uvw eine
Zerlegung des Wortes x. Aus der Forderung |v| > 1 folgt, dass v # €. Durch |uv| < n ergibt
sich weiter, dass v nur aus a’s besteht, sprich v = o™ fir 1 < m < n.

Wihle nun z > 1 so, dass m’/ :=n + (z — 1)m > n + 1. Dann ist uv*w = o™ b" 1" +2, somit
uv*w ¢ L, was im Widerspruch zum Pumping Lemma steht. L ist also nicht regulér. ]

2.4. Aquivalenzrelationen und Minimalautomaten

Definition Aquivalenzrelation
Sei M eine Menge. R C M x M heift Aquivalenzrelation, wenn:

(1) Ve e M (x,z) € R (Reflexivitét)
(2) Ve, y e M (z,y) e R& (y,x) € R (Symmetrie)
(3) Va,y,ze M (z,y) € RA(y,2) € R= (z,2) € R (Transitivitit)

gilt. Schreibweisen: (x,y) € R oder xRy oder = ~ y

Definition Aquivalenzklasse
Sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Definiere die Aquivalenzklasse von x € M bzgl. R als

[z]r = {y € M|(z,y) € R}

Dies ist wohldefiniert, denn es gilt [y]|r = [z]g fiir alle y € [z]g.

Eine Aquivalenzrelation R auf M induziert eine disjunkte Zerlegung von M durch | [z]g, da
xeM
fir z € [z]r N [y]r folgt, dass (z,2) € RA (z,y) € R, ferner (z,z) € R durch Symmetrie und

schlussendlich (z,y) € R bedingt durch die Transitivitét.

Definition Verfeinerung
Eine Relation S C M x M heifit Verfeinerung einer Relation R, wenn S C R.
Dann gilt fiir alle x € M : [z]g C [z]Rg.

12
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Definition Index

Der Index ind(R) einer Aquivalenzrelation R iiber M ist die Anzahl ihrer Aquivalenzklassen:
ind(R) = |{[z]r|x € M}|. Beachte, dass ind(R) = oo mdglich ist.

Wenn S eine Verfeinerung von R ist (S C R), dann gilt ind(S) > ind(R).

Definition Myhill-Nerode Aquivalenzrelation
Sei L C ¥* eine Sprache. Durch 2Ry wird genau dann eine Aquivalenzrelation definiert, wenn
Vze ¥*: (rz € L < yz € L). Wahle insbesondere z =¢,so gilt: x € L&y € L

Definition DFA-Aquivalenzrelation
Zum DFA M = (Z,%,0, 29, F) sei die Relation Ry; C ¥* x ¥* definiert als

.ZURM:U = zS\(ZO’ .ZU) = S(Z(b y)
mit x,y € X*. Ry ist eine Aquivalenzrelation, es gilt ind(Rys) = |Z] < oo.

Lemma

Zum DFA M = (Z,%,0, 20, F) sei L =T (M), L folglich regulér.

Es gilt: Rj; ist eine Verfeinerung von R, d.h. Ry C Ry, bzw. xRy y = zRLy.
Beweis:

Seien x,y € X* mit xRpsy, also 8\(2’0,1‘) = g(zo,y), sei z € ¥*. Dann gilt:

zz € L

—~

20,22) € E
g(zo,w),z) ek
S(Zo,y),Z) S

—~ o~~~

20,yz) € E

N
@ ) 1) ) o)

0
m
~

Damit gilt xRy y. 0

Satz

Es gilt: Eine Sprache L ist genau dann regulér, wenn der Index von Ry, endlich ist.
Beweis:

(=): Sei L regular und M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA mit L = T(M), dann ist Ry; C Ry,
folglich gilt ind(Rr) < ind(Ryr) < |Z| < oc.

(<): Sei L € ¥* und ind(Ry) < oo. Somit gibt es 1, ...,z € ¥ mit ¥* = [21]p, U...U[zy]R, -
Definiere DFA M = (Z,%,0, 29, E) mit Z = {[z1]r,, ..., [Tn]R, }

6([]r,.a) = [za]R,,

20 = [E]RL

E = {[z]r, |z € L}.

d ist wohldefiniert, denn fiir [z]r, = [y]r, sind alle z € ¥* wegen xRpy fir alle z € ¥*
raz € L & yaz € L, also zaRpya und [za]g, = [yalr,

Per Induktion nach |z| folgt 6([¢]),z = [2] und z € T(M) < (], z) e E < [z] e E < z € L.
Der DFA akzeptiert also L, somit ist L regulir. M heifit Aquivalenzklassenautomat. ]

13
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Beispiel: Betrachte L = {a"b"|n > 1} (nicht-regulér)
Es gibt unendlich viele von R;, induzierte Aquivalenzklassen:
[ab] = L
[a2b] = {a*T10F |k > 1}
[a™b] = {a*T™bF |k > 1} fir alle m = 1,2, ...

Dies folgt aus der Tatsache, dass fiir i # j die Relation a’bRya’b nicht gilt.
Damit gilt ind(Ry) = oo (es geniigt, unendlich viele Aquivalenzklassen zu finden)

Beispiel:
L = {zx € {0,1}*|x endet mit 00}

[e] = {z|z endet nicht mit 00}
[0] = {z|z endet mit 0, aber nicht mit 00}
[00] = {z|x endet mit 00}

¥* = [e] U [0] U [00]
ind(Rr) = 3 < oo = L regular

Aquivalenzklassenautomat: Schaubild:
0 0 1
[e] | [0] [1] = [¢] start —( [¢]
[0] | [00] [01] = [¢]
[00] | [000] = [00] | [001] = [g] -
zZ0 = [6]
E = {[00]}
Lemma

Sei M = (Z,%,0, 20, E) der Aquivalenzklassenautomat zu L C ¥* mit ind(R) < oc.

Es gilt: Ry; = Ry

Beweis:

Ry ist eine Verfeinerung Ry; C Ry (Lemma 1).

Zeige Ry, C Ry

Sei Ry, also [z]r, = [y|r, R R

Aus 0(z0,z) = d([e|lr,,x) = [z]r, = [ylr, = 6([e]r,,y) = 6(20,y) folgt R Y. O

14
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Satz
Ein Aquivalenzklassenautomat ist ein Minimalautomat, d.h. er hat eine minimale Anzahl von

Zustanden.

Beweis:

Sei M der Aquivalenzklassenautomat zu L, M’ ein beliebiger DFA mit T'(M') = L.
Wir zeigen, dass M’ mindestens so viele Zustande hat wie M.

Aus den zuvor bewiesenen Lemmata folgt die Giiltigkeit von Ry C Ry, und Ry = Ry.
Somit folgt Ry C Ry, = Ry, und damit:

ind(Rpy) > ind(Rp) = ind(Rpr)
I I
#(Zustande von M) #(Zustande von M)
0
Proposition

Die Struktur eines Minimalautomaten ist eindeutig bis auf Isomorphie der Zustandsmenge.
Ausformuliert bedeutet die Behauptung das folgende:

e Sei My der Aquivalenzklassenautomat mit My = (Z,%, 4, 21, E) und T (M) = L,
Z =Az1,...,zn} = {[x1], [x2], ..o, [20] }, x1 =€
do([zx],a) = [zra] fir [zx] € Z, a € ¥
E = {[z]|z € L}
Es ist Ry, = Rr und My ist Minimalautomat.

o Sei M = (Z,%,6,zm, Ear) ein beliebiger Minimalautomat mit T(M) = L. M und M)
haben gleich viele Zustéande.

e Dann gibt es eine Permutation 7 : Z — Z von Z mit

1.) 7T(21) = ZM

2) firaeX
7z 2Lz M
&l VZ &l
6('7“) .
J —5 Z M

als Formel: gzé(ﬂ(z),a) = 7(dp(2,a))

3.) Exy ={n(2)|z € E}

15



2 REGULARE SPRACHEN 2.4 Aquivalenzrelationen und Minimalautomaten

Beweis.
Zur Motivation: Sei x = ajasag. Wir haben:

jn MO Z 60('70‘1) Z 60('70‘2) Z 60(‘,&3) Z
S Y
inM gz Stw), g SCe) g SCa) g
also zusammengefasst
in M, z 209, 7
Tl 7 Tl

Wir brauchen fur alle z € X*

AN
Tl 7 Tl

speziell fiir den Startzustand z; € Z

also

7(8o(21, %)) = 0(za1, )

Da go(zl, x) = 50([5], x) = [z] ergibt sich 7([z]) = S(ZM, x). Das motiviert nun entsprechend der
obigen Uberlegungen den Ansatz

m(zg) = S(ZM,{L‘k)

wobei xy € zx, d.h. 2, = [xg] fir k = 1,...,n. Wir bemerken zunéchst, dass m(zx) = g(zM,xk)
wohldefiniert ist. Sei nun zj, € z, also [zx|g, = [z}]|g,. Dann ist zyRrx) = zpRy), und
8(zar, k) = S(ZM,$;€), d.h. 7(z) ist unabhéngig von der Wahl von z.

Damit gilt:

1. z1 = [¢e], m(z1) = 6(2ar,€) = 2
2. Seia€ Z, z€ Z, z= ] fir ein z € ¥*. Wir rechnen
6(n(2),a) = 6(0(ar, ), a) = 8201, 20)

m(60(2,)) = m(bo([z], @) = m([za]) = 6(21, za)

und erhalten

d(m(2),a) =m(0y(z,a))

16



2 REGULARE SPRACHEN 2.4 Aquivalenzrelationen und Minimalautomaten

3. Ey = {n(2)|z € E} folgt schlielich aus: R
D:Sei z € B, z=[z]. Dann ist € L und es gilt 7(z) = d(zar, ) € Er.

C: Sei 7 e Ey.

Dann gibt es ein # € $* mit d(zp7, ) = 2/ (Sonst wiire 2 nicht erreichbar in M, durch
Loschen von 2’ erhielte man einen kleineren Automaten - Widerspruch zur Minimalitét).
Dann ist z € L, [z] € E, und

7([z]) = 8(z, @) = 2.

Also gibt es z = [z] € E mit w(z) = 2.

Wir zeigen, dass mit der Definition 7(z;) := g(zM,:ck) mit z € 2, und fiur £k = 1,..., die
behaupteten Beziehungen 1. bis 3. gelten.

Um zunéchst zu verifizieren, dass die Permutation m wohldefiniert, d.h. unabhingig von der
Wahl von zj, ist, bemerken wir vorab, dass, da M minimal ist, Ry; = Ry, gilt. M akzeptiert L,
also gilt Ry; C Ry, (s. Lemma oben). Damit gilt

n=1ind(Ry) <ind(Ry) <|Z|=n
woraus ind(Rr) = ind(Ryr) und Ry = Ry, folgt.

Lemma
Sei M = (Z,%,9, 29, F) ein DFA. Wenn M nicht minimal ist, dann gilt:

/ /
z,z’EleZZ # z xevzﬁ(z,x) ceE<si,z)eE

Beweis. Sei M nicht minimal, d.h. es gilt Ry C Ry, und ind(Rys) > ind(Rr), wobei L = T'(M).
Somit muss es eine Klasse von Ry, geben, die (mindestens) zwei Klassen von Rj; enthélt:

Ju, u' € E*[U]RJW U [UI]RM C [U]RL und [u] Ry M [ul] =0

Also gilt nicht uRpu’, d.h. R R
2 =06(z0,u) # 2" = §(z0,u’)

aber uRpu’ gilt, d.h.
VeeX*ur e L& vz el

Damit gilt fiir alle z € >*

uz € L < 0(z, uz) = 6(0(20,u),2) = 6(2,z) € E

W e L& 6(z0,u'z) =0(8(z0,0)), ) =0(z',2) € E

woraus die Behauptung folgt. O

17



2 REGULARE SPRACHEN 2.4 Aquivalenzrelationen und Minimalautomaten

Transformation eines DFA in einen Minimalautomaten: Sei M = (Z,3,0, zo, E) ein gegebe-
ner DFA. Zunéchst werden alle nicht erreichbaren Zusténde mittels dem folgenden Algorithmus
entfernt:

Algorithmus Markierte zustande (X)

while (L#{}) {
L' :={0(zi,a)|zi € L,ae X} — M
M :=MUL

L.=1I
M =M start — @
}

Algorithmus (Minimalautomat):
FEingabe: DFA M (nicht erreichbare Zusténde seien bereits entfernt)
Ausgabe: Paare (z, 2'), die fir den Minimalautomaten ,verschmolzen“ werden miissen.

1. Konstruiere eine Tabelle von Paaren {z, 2’} mit z # 2’.
2. Markiere alle {z, 2’} mit z € E, 2/ ¢ E (oder umgekehrt).

3. Fiir alle unmarkierten Paare {z,2}, alle a € X teste, ob {§(z,a),d(2,a)} markiert ist.
Wenn ja, markiere {z, z'}.

4. Tteriere Schritt 3, bis keiner weitere Anderung mehr stattfindet.
5. Alle unmarkierten Zustandspaare kénnen verschmolzen werden.

Algorithmus stellt iterativ sicher, dass die Bedingung im obigen Lemma nicht mehr gilt. Damit
ist der resultierende Automat minimal.

18



2 REGULARE SPRACHEN 2.4 Aquivalenzrelationen und Minimalautomaten

Beispiel.

<1

20
z1 || X

— ! P 1 0,1 =2 X
start 2 , 2 | X X
|| X | X | X | X \

o [0 z]z]z]z]

Ausgabe: {zo, 22}, {21, 23} = Verschmelze zyp mit zo und z; mit z3.
Damit erhélt man folgenden Minimalautomaten:
L = {zx €{0,1}*|in  kommt 00 vor}

start —> (1) @ 0 0,1

1

Die zugehorige reguldre Sprache ist jetzt offensichtlich:
L = {z €{0,1}*|in  kommt 00 vor}

19



3 KONTEXTFREIE SPRACHEN

3. Kontextfreie Sprachen

3.1. Normalformen

Chomsky-Normalform-Umformung:

Beispiel.

L = {z"y"2"™|n,m > 1} ist kontextfrei.

S — AB

A — a2y | zAy
B — =z | zB
Umformung;:

A — xy: A— XY
X ==z
Y =y

A—zAy: A— XC
C — AY

B—zB: B—ZB

3.2. Kellerautomaten

Der Versuch, einen (nicht-)deterministischen Automaten fiir die kontextfreie Sprache L C ¥*
mit

Y={$ ag...,am1} und L={aj...ap$a,...a1ln >0,a; € L\{$}}
zu konstruieren scheitert. Ein Automat dazu muss Préfixe ,,speichern“ kénnen. Ein eingelesener

Prafix a0, ... a5, wird als Integer

k—1
| = Z ijmj + mk
=0

codiert und im Automaten durch den Zustand z; reprisentiert:
M= (Z,%,6,u,FE)

Z = {’U,l,’U,Q,Ug, -+ U1, V2, V3, }
0(upy ;) = Uppti fiir alle ¢,k

O(ug, $) = v fir alle k
0(vg, o) = U k| falls k = ¢ mod m
S ={u1}

E={v}

Dieser Automat akzeptiert L, ist jedoch nicht endlich, somit kein NFA. Umseitig ist der Graph
eines solchen Automaten exemplarisch gezeichnet.

20



3 KONTEXTFREIE SPRACHEN 3.2 Kellerautomaten

Fir m = 2, ag = 0, a; = 1 und Indices k& binar ergibt sich folgender nicht-endlicher Automat:

start —( U1

&

@

Nach dem Pumping-Lemma ist L nicht regulér!
Eine kontextfreie Grammatik hingegen lasst sich leicht dafiir angeben:
G:5—-8%, 85— oSo firi=0,...m-—1
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3 KONTEXTFREIE SPRACHEN 3.2 Kellerautomaten

Zustandsgraphen

Fiir Kellerautomaten vereinbaren wir folgende Notation fiir Zustandsgraphen:
d(zi,w, A) 3 (2j,w) wird gezeichnet als

oo

Beispiel.
S#|#
$AIA
e $B|B
a#t|A# e#|e
aA|AA aAle
aB|AB bB|e
b#|B#
bA|BA
bB|BB
Dieser (deterministische) Kellerautomat akzeptiert die Sprache L = {a1,...,an, $a, ... a1} mit
a; € {a,b},n > 0.
Modifikation:
$#|# e#le
$A‘A ersetze durch aA|£
$B|B bBle
e#le
aAle
a bB|e
a#t| A e#le
aA|AA adle
aB|AB bB|e
b#| B
bA|BA
bB|BB

Dieser (nicht-deterministische) Kellerautomat akzeptiert L = {a;...anap...a1]a; € {a,b},n > 0}
Nichtdeterminismus wird an dieser Stelle bend6tigt, um die Mitte des Palindroms zu ,raten® .
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Teil II.
Berechenbarkeitstheorie

Der Godelsche Satz

Weltweit kiirzester “Beweis” von Godel’s Satz: Eine informelle Begriindung des Unvollstén-
digkeitssatzes von Godel wurde von Raymond Smallyan gegeben. Der Satz von Godel sagt aus,
dass es keine (Turing-) Maschine geben kann, die nacheinander alle wahren Aussagen ausgibt.
Das l&sst sich wie folgt begriinden:

Sei M eine Maschine die Aussagen druckt.

z.B.: X (eine Aussage, z.B. die wahre Arithmetische Formel (z + 1)? = 22 + 22 + 1)
PxX (die Aussage, dass M X ausgeben wird)
NP x X (die Aussage, dass M X niemals ausgibt)
PRx X (die Aussage, dass M X X ausgeben wird)
NPRx X (die Aussage, dass M X X nicht ausgeben wird)

z.B. NPR % FOO bedeutet: M gibt niemals FOOFOOQO aus.

Betrachte Aussage NPR «* NPRx*, d.h. M druckt niemals NPR x NPRx aus. Wenn M NPR x
N PRx ausgibt, dann hat sie eine falsche Aussage gemacht. Wenn M N PR % N PRx nicht aus-
gibt, dann ist N PR N PRx eine wahre Aussage, die M niemals ausgibt. Also gimt M entweder
ein falsches Statement aus, oder es bleiben wahre Aussagen, die M niemals ausgeben kann. Eine
Maschine die nur wahre Aussagen ausgibt, kann folglich nicht alle wahren Aussagen ausgeben.
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Teil 11I.
Komplexitatstheorie

NP-Vollstandigkeit

Lemma
Die Relation <, ist transitiv.

Beweis. Zu zeigen: L1 <, Lo AN Ly <, L3 = L1 <, L3
Sei also

f1: X7 — X5, total, berechenbar in polynomialer Zeit p;
fa 1 35 — X5, total, berechenbar in polynomialer Zeit ps

mit z € L1 < fi(x) € Ly und y € Ly & fo(x) € Lg
Setze f3 = foo f1: ET — Eg;

Dann ist die Ausgabeldnge | fi(z)| hochstens so grofl wie die Anzahl der Rechenschritte, p;(|z|).
Damit ist |f1(x)| < p1(|z|)

f3 berechenbar in Zeit p1(|x]) + pa(|f1(2)]) < pi(lz]) + pa(pi(|2])) und

T € L1 = f1(£C> € LQ = f2(f1<$)) eL
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Komplexitatsklassen-Uberblick

NP

N P-hart

e Isomorphie
von G und &’

N P-vollstandig

Fall P #£ NP

P
=NP N P-hart

= N P-vollsténdig

Fall P= NP
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4 WEITERE NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME

4. Weitere NP-vollstandige Probleme

Mit dem ,,guess-and-check“ Argument weist man nach, dass ein Problem in NP ist.
Wir zeigen das nun ausfithrlich am Beispiel von RUCKSACK:

Gegeben: aq,...,a,,b € N
Gesucht: Gibt es J C {1,...,n} mit ngé]Jak =b?

Es gibt 2" Teilmengen J C {1, ...,n}, somit 2" Losungskandidaten.
Eine Codierung ist gegeben durch: J,,, w € {0,1}" mit k € J :& wi, =1

Eine deterministische Turingmaschine M prift alle 2" Teilmengen in Zeit O(2™). Die Rechenzeit
ist exponentiell!

Eine nicht-deterministische Turingmaschine findet eine akzeptierende Rechnung in polynomialer
Zeit, sofern das Problem iiberhaupt eine Lésung besitzt.

Codierung von Jy,, w € {0,1}" mit K € J :< w, =1

1. Rate wy € {0,1}, k =1,...,n in O(n) Schritten (setze wy = 0 oder wy, = 1).
2. Priife den Losungskandidaten J,, in O(n) Schritten:
Falls 3 ar = b, stoppe, sonst gehe zuriick zu Step 1.
keJ

Wenn das Problem eine Losung hat, dann gibt es eine akzeptierende Rechnung mit O(n)
Schritten. Es gilt also RUCKSACK € NP
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